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1. Introducción
El presente ensayo revisa, teóricamente, las posibilidades de una tecnología, enten-
diéndola como una transformación matemática de un conjunto de insumos a un con-
junto de productos, para producir un excedente de bienes, ya sea para consumirse 
o invertirse, permitiendo la satisfacción de necesidades sociales y el crecimiento del 
sistema productivo. El trabajo se centra en caracterizar el concepto tecnología. La 
VHJXQGDVHFFLyQWUDWDGHODGHÀQLFLyQGHOFRQFHSWRWHFQRORJtDODWHUFHUDFDUDFWHUL]D
los rendimientos a escala para la producción de un bien a partir de n insumos y la 
última, presenta una generalización de la producción simultánea de varios bienes.
Propongo partir de la siguiente idea: el proceso de producción de m bienes a 
partir de nLQVXPRVVHGHÀQHSRUXQDWUDQVIRUPDFLyQGHOFRQRSRVLWLYRGH n^ , un 
espacio de insumos, al cono positivo de m^ , espacio de productos. Para m = 1, la 
SURGXFFLyQHÀFLHQWHGHXQELHQVHUiFDUDFWHUL]DGDSRUXQDIXQFLyQOODPDGDIXQFLyQ
de producción, de insumos a productos, esto es del cono positivo a la recta real 
positiva. Utilizando los supuestos teóricos clásicos, la función de producción es al 
PHQRVFXDVLFyQFDYD\ODQRFLyQGHUHQGLPLHQWRVFRQVWDQWHVDHVFDODVHLGHQWLÀFD
con funciones de producción homogéneas de primer grado. En este sentido, la grá-
ÀFDGHODWHFQRORJtDHVXQFRQRFRQYH[R1 
En aras de generalizar el concepto y capacidades descriptivas de las funciones 
GHSURGXFFLyQHVQHFHVDULRGHVDUUROODUGRVLGHDVSULPHURODGHÀQLFLyQJHQHUDOGH
HÀFLHQFLD \ VHJXQGRXQDGHÀQLFLyQJHQHUDOGH UHQGLPLHQWRV DHVFDOD /D VHFFLyQ
FXDUWDGHVDUUROODWDOHVREMHWLYRV(QGLFKDVHFFLyQVHDPSOLDHOFRQFHSWRGHHÀFLHQ-
cia, primero en el caso general en el que la correspondencia de insumos tenga imá-
genes convexas y, posteriormente, el de tecnologías de rendimientos no crecientes 
DHVFDODHVGHFLUGHJUiÀFDFRQYH[D
19DPRVDHQWHQGHUHOFRQMXQWRGHSRVLELOLGDGHVGHSURGXFFLyQFRPRODJUiÀFDGHXQDWUDQVIRUPDFLyQ
TXHPDQGDLQVXPRVDSURGXFWRVLQFOX\HQGRDODSURGXFFLyQLQHÀFLHQWH
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Por su importancia en la construcción de producción y la centralidad en modelos 
económicos es necesario revisar los conceptos que permiten generar las funciones 
de producción: para tal objetivo es necesario entender el constructo matemático 
llamado tecnología.
2. LD corrHVSondHnciD dH Sroducción
Se asume que cualquier economista está familiarizado con la función de producción, 
fn
 o^ ^ , monótona no decreciente y que presenta rendimientos marginales de-
FUHFLHQWHV/DIXQFLyQGHSURGXFFLyQUHSUHVHQWD~QLFDPHQWHODSURGXFFLyQHÀFLHQWH
en el sentido de que, con insumos x, no es posible producir más de f(x). Vamos a 
considerar una representación de la tecnología en términos que se permita analizar:
a) La producción simultánea de varios bienes.
b) Todas las posibilidades de producción.2
/R~OWLPRHVQHFHVDULRSDUDGHÀQLUTXpHVSURGXFFLyQHÀFLHQWHGHYDULRVELHQHV
que implica combinaciones de productos y no simplemente la cantidad de uno sólo 
de ellos, como en el caso de la función de producción.3 Entonces, nos referimos a 
la producción de m bienes a partir de n insumos, con una tecnología que es una 
transformación de insumos en productos. Por lo tanto, la tecnología se entenderá 
como una transformación matemática P, de un espacio de insumos X a un espacio 
de productos Y. Un elemento x del espacio de insumos es una lista de cantidades de 
distintos bienes, que la tecnología usa para producir otra lista de bienes y, que es un 
elemento del espacio de productos. La imagen P(x) de un elemento del espacio de 
insumos es el conjunto de todas las listas de productos que la tecnología P puede 
producir a partir de x.4
La forma en que se describe, hace que su representación matemática sea como 
una función del espacio de insumos a la clase de los subconjuntos del espacio de 
21RVyORODVHÀFLHQWHV
/DIXQFLyQGHSURGXFFLyQVHREWHQGUiDSDUWLUGHFRQGLFLRQHVGHHÀFLHQFLDFXDQGRVHGDQODVSRVL-
bilidades de tecnología.
4 Es natural entender a la lista de cantidades de bienes como un vector no negativo. Para el caso de 
XQQ~PHURÀQLWRGHELHQHVVHFRQVLGHUDVLQSpUGLGDGHJHQHUDOLGDG n^  el cono positivo del espacio 
euclidiano de dimensión n, como espacio de insumos, y a m^ , el cono positivo del espacio euclidiano 
de dimensión m, como espacio de productos, donde m y n son enteros positivos no necesariamente 
GLVWLQWRV$GHPiVQRKD\QLQJ~QPRWLYRSDUDUHVWULQJLUODWHRUtDDHVSDFLRVGHGLPHQVLyQÀQLWD\KD\
YDULRVWySLFRVGHWHRUtDHFRQyPLFDHQTXHGLFKDUHVWULFFLyQQRHVGHVHDEOH3DUDODUHÁH[LyQ\HQSUR
GHODVLPSOLFLGDGWUDEDMDUHPRVFRQXQQ~PHURÀQLWRGHLQVXPRV\SURGXFWRV
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productos: nx  ^ , ( ) nP x  ^ . P se verá entonces como una correspondencia. 
: :n m n mP   o^ ^ ^ ^¨
La correspondencia P se llama correspondencia de producción. La correspon-
dencia P–1, inversa de P, del espacio de productos al de insumos, de imágenes 
1( ) { | ( )nP y x y P x   ^ HVODFRUUHVSRQGHQFLDGHLQVXPRVODLPDJHQGHXQYHFWRU
de productos y bajo la correspondencia de insumos contiene a las listas de bienes 
con las que se puede producir el vector 1: ( )y x P y  sí y sólo si x sirve para pro-
ducir yODJUiÀFDGHP es el conjunto {( , ) | ( )}n ngrP x y y P x   u ^ ^ . Un punto 
( , )x y grP es un programa de producción. 
$KRUD\DHVWDPRVHQFRQGLFLRQHVGHSURSRUFLRQDUXQDGHÀQLFLyQIRUPDO3DUD
HOORVHJXLUHPRVODSURSXHVWDGH6KHSDUG3RUORTXHVHGHÀQHORVLJXLHQWH
Sean X, Y dos espacios vectoriales normados y ordenados por el orden parcial. 
La correspondencia :P X Y¨ , con espacio de insumos X y espacios de produc-
tos Y, es una tecnología si satisface: 
P1) (0) {0}P   
P2) x( ( ÀQLWRTXHP(x) es un conjunto acotado
P3) Si 0x t  y, para algún escalar 0l ! , ( ) {0}P xl z , entonces ( )y P yl   y todo 
escalar 0, pm l!  ,  tal que ( )y P xmm l  
P4) ' ( ) ( ')x x P x P xt  
P5) ' ( ) ( ') ' ( )y y y P x P x y P xt     
P6)  1( )P y  es convexo para todo y en el rango de P.
3/DJUiÀFDGHP es un subconjunto cerrado de X Yu .
Los anteriores postulados serán de utilidad más adelante.
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3. )uncionHV dH Sroducción \ rHndiPiHntoV D HVcDOD
La presente sección trata el caso particular de m = 1, para caracterizar, en términos 
de la correspondencia de producción, a la función de producción.5 Cuando m > 1 
este concepto no es utilizable, por lo que más adelante se presenta la generalización.
Sea : nP  ^ ^¨  una tecnología que produce un solo bien a partir de n insumos. 
Partiendo de que P2 se sostiene, se tiene que : fnf  o^ ^ GHÀQLGDSRU
( )
( ) sup sup ( )
y P x
f x y P x

  
(VXQDIXQFLyQ\HVWiGHÀQLGDSDUDWRGR x domP . Entonces, f se llama la función 
de producción asociada a P.6 De aquí en adelante, llamaremos función de produc-
ción a cualquier función :
f
nf  o^ ^ que satisfaga F1-F3 y F5.7
$KRUDHVQHFHVDULDRWUDGHÀQLFLyQ8
La función rendimientos a escala asociada a la función de producción f de clase 
C1VHGHÀQHFRPR
1
( )
( )
( )limf
x
x
f xl
l l
m
l lo
w w
Si tal límite existe.9
&RQODGHÀQLFLyQDQWHULRUSRGHPRVFRQVWUXLUHOVLJXLHQWHWHRUHPD
5 Se podría pensar que los economistas, dado el uso extensivo que le dan, entienden completamente 
las implicaciones de la función de producción.
6 Para efectos de brevedad, no se demuestra que los postulados P1-P7 se sostienen, además que
F1) f(0) = 0. 
F2) f está acotado
F3) Es monótona y no decreciente en x.
F4) 1( ) [0, ( )]; ( ) ( ) { | ( )}nfP x f x P y L y x y f x

    d^  
F5)  f es cuasicóncava.
Se sugiere al lector realizar la demostración como ejercicio. 
7&ϰŝŵƉůŝĐĂƋƵĞůĂŐƌĄĮĐĂĚĞP es el conjunto: {( , ) }ngrP x y    u^ ^
>Ă ŚŝƉoŐƌĄĮcĂ Ěe f.
8 Ver Nadiri (1982).
96HSXHGHDSUHFLDUTXHODGHÀQLFLyQHVHOOtPLWHGHXQDHODVWLFLGDGSRUORTXHVHSXHGHUHHVFULELU
como:
1
log( )
log( )lim
x
l
l
lo
w
w
e ŵoĚo Ƌue lĂ Ĩuncŝſn Ěe ƌenĚŝŵŝentos Ă escĂlĂ es lĂ elĂsƟcŝĚĂĚ Ěe f a la escala (OͿ eǀaluaĚa en x.
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7HorHPD 1. Sí y solamente si f es homogénea de grado k < 0, f fk x Domm    .
DHPoVtrDción. Primera parte. Suponga que existe ( )f x km   para todo x. Si ha-
cemos u = lx. Entonces:
1
( )
( )
( )limf
f u u
k x
f u ul
l
m
l
w w  w w
1
( )
.
( ) ( )lim
f u x f
x
f u u f u xl
l
o
w w  w w
De donde por el teorema de Euler, f es homogénea de grado k.10
Segunda parte. Sea ( ) ( )kf x f xl l . Entonces: 

1 1
( )( )
( ) ( ) ( )lim lim
k
k
f xx
f x f xl l
ll l l
l l l lo o
ww  w w
1
1 ( )
lim kk kf xl
l
l
l

o
  
Q.E.D.
THQLHQGRHODQWHULRUWHRUHPDDKRUDVHUHTXLHUHODVLJXLHQWHGHÀQLFLyQ
Se dice que f tiene rendimientos crecientes (constantes, decrecientes a escala si 
( )f x km  , con k > 1(= 1, < 1, respectivamente), para todo fx Dom . Esto nos con-
duce al siguiente teorema:
7HorHPD 2. Sea :
f
nf  o^ ^ . Los siguientes asertos son equivalentes:
a) f es cuasicóncava y homogénea de primer grado.
b)/DKLSRJUiÀFDGHf es un cono convexo cerrado en punta.
DHPoVtrDción. Al ser f cuasicóncava y homogénea implica que f es cóncava, 
de donde hipo f es un subconjunto convexo de 1n^ . Dado que es f cóncava es 
continua, de donde hipo f es un conjunto cerrado. También por homogeneidad, 
(x,y)hipo f, implica ( ) ( )y f x f xl l ld  , de donde ( , )x y hipo fl l  , que es un 
10 Debe notar que ( )f x
x
w
w   es el ŐraĚŝente Ěe f eǀaluaĚo en x Ǉ que entonces el ƷlƟŵo tĠrŵŝno Ěe la ecuacŝſn es el ƉroĚucto escalar Ěe x Ɖor el ŐraĚŝente Ěe f en x.
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cono. Como hipo f es un subconjunto de 1n^ , ( , )x y hipo f  y  ( , )x y hipo f    
implican x = 0, y = 0, donde hipo f es un cono en punta.
Recíprocamente, la convexidad de hipo f implica la concavidad y por tanto la cua-
siconcavidad de f. Para demostrar la homogeneidad recuérdese que por ser cerrada 
ODKLSRJUiÀFDGHf, para cada x, (x, f(x)) es un punto de hipo f, que es un cono, por lo 
que ( , ( ))x f x hipo fl l  , o sea que ( ) ( )f x f xl ld . Si dicha igualdad no se sos-
tiene, es decir, ( ) ( )f x f xl l , existirá algún H < 0 tal que (1 ) ( ) ( )f x f xe l l d . 
De nuevo por ser hipo f un cono, esto implica que , (1 )( ) ( )x x f x hipo fe  , o sea 
que (1 ) ( ) ( )f x f xe d , que es un absurdo. Q.E.D.
Esta equivalencia será generalizada más adelante con el concepto de rendimien-
tos constantes a escala para la producción de más de un bien.
4. 3roducción HÀciHntH
(QHVWDVHFFLyQHOREMHWLYRHVFDUDFWHUL]DUHOVXEFRQMXQWRGHSXQWRVHÀFLHQWHVGH
una tecnología que produce m bienes a partir de n insumos. Para ellos se plantea la 
VLJXLHQWHGHÀQLFLyQ
Sea : nP  ^ ^¨  una correspondencia de producción 1( )x P y  es un método 
HÀFLHQWHSDUDSURGXFLU\VL 'x xd  implica 1' ( )x P y . 
En otras palabras, xHVXQPpWRGRHÀFLHQWHSDUDSURGXFLU\VLy es producible 
con x pero no lo es con ningún vector x’ en el que la cantidad de algún insumo sea 
menor que la que contiene x.
(OFRQMXQWRGHORVPpWRGRVHÀFLHQWHVSDUDSURGXFLU\VHGHQRWDUiSRUE(y), que 
VHGHÀQHFRPR 1 1{ ( )| 0 ( )}x P y v x v P y  t    . m n ^ ^¨  es la corresponden-
FLDGHPpWRGRVHÀFLHQWHVGHSURGXFFLyQ3RGHPRVGHÀQLUD(PHGLDQWHSRVWXODGRV
a) Para todo my ^ , 1( ) ( )E y P y .
b) Para todo my ^ , 1( ) ( )n cE y P y ^
(QHVWHSXQWRFRQYLHQHSUHVHQWDUXQDGHÀQLFLyQDGLFLRQDO
Sea : n mP  ^ ^¨ una correspondencia de producción, ( )x P x HVXQSURGXFWRHÀ-
ciente del vector de insumos nx ^ si, para todo u  0 ( )y u P x  .
3RUORDQWHULRUVHHQWLHQGHTXH\HVXQSURGXFWRHÀFLHQWHGHx si x puede pro-
ducir y. Sin embargo, no puede producir ningún vector en el que la cantidad de algún 
producto exceda a la que contiene y(QWRQFHVHOFRQMXQWRGHSURGXFWRVHÀFLHQWHV
a partir de x se denota por E(x), cuyo conjunto { ( )|u 0 ( )}y P x y u P x t    ,
: m nE  ^ ^¨ HVODFRUUHVSRQGHQFLDGHSURGXFWRVHÀFLHQWHV11
11 Dicha correspondencia se puede caracterizar, análogamente, con postulados.
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Ahora es necesario generalizar a la producción de m productos el concepto de 
LVRFXDQWD3DUDHOORRFXSDUHPRVODVVLJXLHQWHVGHÀQLFLRQHV
 El conjunto 1 1 1( ) { ( )| ( ) ( )}I y x P y x P y x P yl l       es el conjunto 
isocuanta de insumos para y.
 El conjunto ( ) { ( )| > ( )}I x u P x u P xl l   es el conjunto isocuanta de 
productos para x.
Aquí se tiene que 1( ) ( ) ( )E y I y P y  w y ( ) ( )E x I x . Por lo que no todo punto 
de I(y)HVXQPpWRGRHÀFLHQWHSDUDSURGXFLUy es evidente, incluso para algún y 
escalar.12 
Se destaca que las isocuantas de una función de producción se mapean como 
OD JUiÀFD GH XQD IXQFLyQ FRQYH[D 3DUD FDGD y > 0 escalar, se considera el con-
junto de nivel 1( ) ( )fP y L y
  'HÀQLHQGR 1 1( ,..., ) ( )n n y nx x x x yj j    sí y sólo sí
1( ,..., )nf x x y .  Ahora, se sabe que 1( ,..., )nf x x yt implica que ( )n y nx xj t . En otras 
palabras, ( )n f
n
x
x L y
x
§ · ¨ ¸© ¹ que implica
n
y
n
x
x epi
x
j
§ · ¨ ¸© ¹ y por ende ( )f yL y epij . De igual mane-
ra se tiene que ( )n y nx xj t  implica que 1( ,..., )nf x x yt , lo que ( )y fepi L yj  . Ahora, 
yepij es convexo y yj  expresa la enésima coordenada de xXVRHÀFLHQWHGHOLQVXPR
n, como función de las otras n – 1, a lo largo de la isocuanta f(x) = y es convexa. Para 
HOFDVRJHQHUDOGyQGHODFRUUHVSRQGHQFLDGHSURGXFFLyQSUHVHQWHJUiÀFDFRQYH[D
y no necesariamente un cono, se puede emplear un teorema de dualidad, que rela-
FLRQHODSURGXFFLyQHÀFLHQWHFRQXQVLVWHPDGHSUHFLRVVRSRUWH13
(VWDPRV HQ FRQGLFLRQHV GH GHÀQLU OR VLJXLHQWH (O FRQMXQWR
{( , )|( . ) }T z y z y grP    es el conjunto de tecnología asociado a la correspon-
dencia de producción P6DEHPRVTXHODJUiÀFDGHP toma el nombre de conjunto 
GHSRVLELOLGDGHVGHSURGXFFLyQ(OFRQMXQWRGHWHFQRORJtDHVODUHÁH[LyQVREUHORV
ejes de producto, del conjunto de posibilidades de producción. Las propiedades 
WRSROyJLFDVGHGHFRQYH[LGDGGHORVGRVFRQMXQWRVVRQODVPLVPDV$OHVSHFLÀFDUT, 
los insumos aparecen con signo negativo y los productos con signo positivo.
$KRUDGHÀQDPRV6HD ( , )x y Th    HVXQSURJUDPDGHSURGXFFLyQHÀFLHQWH
si para ningún Tz  vale z ht .
Para todo , ( ) ( )nx E x P x ^
Para todo , ( ) ( )n n cx E x P x   ^ ^
12 El lector puede inferir que el caso de m = 1, I(y) = E(y) sí y sólo si f es estrictamente cuasicón-
cava.
13 ste conceƉto es un auǆŝlŝar ĨunĚaŵental en econoŵşa Ɖura.
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Empleando un teorema de Takayama14 tenemos.
7HorHPD 3. Si T es convexo, Th  HVHÀFLHQWHVt\VyORVtPD[LPL]DDOJXQDIXQ-
cional lineal no negativa.
DHPoVtrDción.6HGHPRVWUDUiGHODPDQHUDVLJXLHQWH3ULPHUR ODVXÀFLHQFLDHV
inmediata. La necesidad requiere que para todo Tz  , 0z h ! es imposible si 
h HVHÀFLHQWHGHGRQGH { }T h está estrictamente separado del interior de n m^ , el 
cual denotaremos por . Entonces, sea ,qH a un hiperplano separador, de tal forma 
que:
'q v va!  :
' { }q v u Ta hd   
 Si D< 0, como 0 { }T h  , se tendría que q’0 < 0. Se concluye que D< 0.
 Ahora, suponga que algún qi es <0.Entonces, como v:  implica que vi 
puede hacerse arbitrariamente grande, se tendría que, apara algún v: , 
' 0q v a d FRQWUDGLFLHQGRODGHÀQLFLyQGHD y la de q, de donde q  0.
 Como v( (  puede hacerse arbitrariamente pequeño para v: . no importa 
qué tan pequeño sea D > 0 se tendría q’v < D para algún v:, contradiciendo 
ODGHÀQLFLyQGHD como la altura del hiperplano ,qH a de modo que D\SRU
el punto anterior, D = 0
 Se tiene que ' '( ) 0q u q z h  d  para todo Tz  .
Q.E.D.
Se aprecia que el hiperplano de normal q soporta a T en h . La propiedad de ser un 
punto de soporte de un hiperplano de normal no negativo equivale a la propiedad 
GHVHUXQSURJUDPDHÀFLHQWHGHSURGXFFLyQ
&RQORDQWHULRUVHSXHGHLQIHULUODVLJXLHQWHGHÀQLFLyQ
Sea h XQSXQWRHÀFLHQWHGHT. Si h  maximiza a q en T, se dice que q es un siste-
PDGHSUHFLRVGHHÀFLHQFLDRSUHFLRVGHVRSRUWHDVRFLDGRDh .
14 Ver Takayama (1974) p. 52.
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